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Concursul de matematică aplicată Adolf Haimovici 

Etapa locală, 21 februarie 2016 

Profil real, științele naturii 
Barem de corectare clasa a IX-a 

 

1. a)  Arătați că (𝑥 + 𝑦)2 ≤ 2(𝑥2 + 𝑦2), ∀𝑥, 𝑦 ≥ 0 

 

b) Fie 𝑥, 𝑦, 𝑧 > 0 astfel încât  𝑥𝑦𝑧 = 1. Demonstrați că: 

                                           
𝑥2+𝑦2

𝑥+𝑦
+

𝑦2+𝑧2

𝑦+𝑧
+

𝑧2+𝑥2

𝑧+𝑦
≥

1

√𝑥
+

1

√𝑦
+

1

√𝑧
 

Soluție: 

a) Evident                                                                                                                              (2p) 

b)  

𝑥2 + 𝑦2

𝑥 + 𝑦
≥

(𝑥 + 𝑦)2

2
𝑥 + 𝑦

=
𝑥 + 𝑦

2
≥ √𝑥𝑦 =

1

√𝑧
 

𝑦2 + 𝑧2

𝑦 + 𝑧
≥

(𝑦 + 𝑧)2

2
𝑦 + 𝑧

=
𝑦 + 𝑧

2
≥ √𝑦𝑧 =

1

√𝑥
 

𝑧2 + 𝑥2

𝑧 + 𝑥
≥

(𝑧 + 𝑥)2

2
𝑧 + 𝑥

=
𝑧 + 𝑥

2
≥ √𝑧𝑥 =

1

√𝑦
 

---------------------------------------------------------------------      (+) 

 

 

 
𝑥2+𝑦2

𝑥+𝑦
+

𝑦2+𝑧2

𝑦+𝑧
+

𝑧2+𝑥2

𝑧+𝑦
≥

1

√𝑥
+

1

√𝑦
+

1

√𝑧
                                        (5p) 

 

 

2. Determinați numărul fracțiilor ireductibile, pozitive și subunitare care au proprietatea că suma 

dintre numărător și numitor este 2015. 

Soluție: 

Fie 0 <
𝑎

𝑏
< 1, 𝑎, 𝑏 ∈ ℕ∗, 𝑎 + 𝑏 = 2015 ⟹ 1007fracții                                                                  

(1p) 

Determinăm câte fracții sunt reductibile. 
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A 2015 = 5 ∙ 13 ∙ 31 

Fie 
𝑑|𝑎
𝑑|𝑏

} ⇒ 𝑑|𝑎 + 𝑏 ⇒ 𝑑|2015                                                                                                         

(1p) 

Fie A mulțimea fracțiilor care se simplifică cu 5, B mulțimea fracțiilor care se simplifică cu 13 

și C mulțimea fracțiilor care se simplifică cu 31. 

Dacăa𝐴⋂𝐵⋂𝐶 ≠ ∅ ⇒ 𝑑 = 2015 (contradicție)⇒ 𝐴⋂𝐵⋂𝐶 = ∅ 

Dacă 
𝑎

𝑏
∈ 𝐴 ⇒ 𝑎 = 5𝑥, 𝑏 = 5𝑦,       𝑥, 𝑦 ∈ ℕ∗ ⟹ 𝑥 + 𝑦 = 403 ⟹ |𝐴| = 201 

Dacă 
𝑎

𝑏
∈ 𝐵 ⇒ 𝑎 = 13𝑥, 𝑏 = 13𝑦,     𝑥, 𝑦 ∈ ℕ∗ ⟹ 𝑥 + 𝑦 = 155 ⟹ |𝐵| = 77 

Dacă 
𝑎

𝑏
∈ 𝐶 ⇒ 𝑎 = 31𝑥, 𝑏 = 31𝑦,      𝑥, 𝑦 ∈ ℕ∗ ⟹ 𝑥 + 𝑦 = 65 ⟹ |𝐶| = 32 

Dacă 
𝑎

𝑏
∈ 𝐴 ∩ 𝐵 ⇒ 𝑎 = 5 ⋅ 13 ⋅ 𝑥, 𝑏 = 5 ⋅ 13 ⋅ 𝑦, 𝑥, 𝑦 ∈ ℕ∗ ⟹ 𝑥 + 𝑦 = 31 ⟹ |𝐴 ∩ 𝐵| = 15 

Dacă 
𝑎

𝑏
∈ 𝐴 ∩ 𝐶 ⇒ 𝑎 = 5 ⋅ 31 ⋅ 𝑥, 𝑏 = 5 ⋅ 31 ⋅ 𝑦, 𝑥, 𝑦 ∈ ℕ∗ ⟹ 𝑥 + 𝑦 = 13 ⟹ |𝐴 ∩ 𝐶| = 6 

Dacă 
𝑎

𝑏
∈ 𝐵 ∩ 𝐶 ⇒ 𝑎 = 31 ⋅ 13 ⋅ 𝑥, 𝑏 = 31 ⋅ 13 ⋅ 𝑦, 𝑥, 𝑦 ∈ ℕ∗ ⟹ 𝑥 + 𝑦 = 5 ⟹ |𝐵 ∩ 𝐶| = 2      

(3p) 

|𝐴 ∪ 𝐵 ∪ 𝐶| = |𝐴| + |𝐵| + |𝐶| − |𝐴 ∩ 𝐵| − |𝐴 ∩ 𝐶| − |𝐵 ∩ 𝐶| = 287                                           
(1p) 

Numărul fracțiilor ireductibile este 1007-287=720                                                                            

(1p) 

3.  Fie un patrulater 𝐴𝐵𝐶𝐷, 𝑀 ∈ (𝐴𝐷),𝑁 ∈ (𝐵𝐶) astfel încât  
𝑀𝐴

𝑀𝐷
=

𝑁𝐵

𝑁𝐶
= 𝑘. Dacă 𝑃, 𝑄, 𝑅 sunt 

mijloacele segmentelor [𝐴𝐵], [𝐶𝐷] și [𝑀𝑁] atunci: 

a) Exprimați vectorii 𝑃𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  și 𝑃𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗  în funcție de vectorii𝑃𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝑃𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝑃𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

b) Arătați că 𝑃, 𝑄, 𝑅 sunt coliniare 

 

Soluție: 

 

 

a) (3p)    𝑘 > 0 ⟹ 𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = −𝑘𝑀𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   

P 

R 

A 
M 

D 

Q 

C 

N 

B 
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                            𝑁𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = −𝑘𝑁𝐶⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ⇒ 

a𝑃𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ =
𝑃𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗+𝑘𝑃𝐷⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

𝑘+1
 

a𝑃𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ =
𝑃𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗+𝑘𝑃𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗

𝑘+1
=

−𝑃𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗+𝑘𝑃𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗

𝑘+1
 

 

 

b) (4p)      𝑃𝑅⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
𝑃𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ +𝑃𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

2
=

𝑘

2(𝑘+1)
(𝑃𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑃𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗) =

𝑘

𝑘+1
𝑃𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⇒  𝑃, 𝑄, 𝑅 sunt coliniare. 

4. Fie ∆𝐴𝐵𝐶,𝐻 ortocentrul său, 𝑂 centrul cercului circumscris triunghiului și 𝐴′ simetricul 

punctului A față de O. 

a) Demonstrați că 𝐵𝐻𝐶𝐴′ este paralelogram 

b) Demonstrați că pentru orice punct 𝑀 din planul triunghiului 𝐴𝐵𝐶 are loc relația: 

a2𝑀𝑂⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ − 𝑀𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗  

a) (3p)   
𝐶𝐻 ⊥ 𝐶𝐶1
𝐴′𝐵 ⊥ 𝐴𝐵

} ⇒ 𝐴′𝐵 ∥ 𝐶𝐻 

                                    
𝐵𝐵1 ⊥ 𝐴𝐶
𝐴′𝐶 ⊥ 𝐴𝐶

} ⇒ 𝐴′𝐶 ∥ 𝐵𝐻 

A ⇒ 𝐵𝐻𝐶𝐴′ paralelogram 

b) (4p)Fie 𝐷 mijlocul lui [𝐵𝐶] ⟹ 𝐷 mijlocul lui [𝐴′𝐻] ⟹ 

a∀ 𝑀 ∈ (𝐴𝐵𝐶), 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 2𝑀𝐷⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 𝑀𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑀𝐴′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗       

Dar 𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗⃗⃗ + 𝑀𝐴′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ 
= 2𝑀𝑂⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⇒ 𝑀𝐴′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ 

= 2𝑀𝑂⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  − 𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗   

⟹ 𝑀𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 2𝑀𝑂⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  − 𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  = 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⟹ a2𝑀𝑂⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝑀𝐴⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑀𝐶⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ − 𝑀𝐻⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

 

A 

B 
C 

A’ 

 

H 

A1 

C1 

B1 


